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Abstract： Fuzzy rough set is the development of the traditional rough set, used to process fuzzy data. The decision attribute
which is characterized by division is extended to the decision which is characterized by covering in the fuzzy decision
information systems. By using the characteristic function, the decision of covering characterization in fuzzy information system
is transformed into a formal background composed of 0 and 1. Thereby the definition of multi -decision fuzzy information
system is given, and the problem of attribute reduction under this framework is studied. The reduction method of keeping
positive domain invariant is proposed, the corresponding identification matrix is constructed, and obtained the relevant
determine theorem. At the same time, the example is given to illustrate the rationality and validity of the attribute reduction
method.
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多决策模糊信息系统的属性约简
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（1.闽南师范大学数学与统计学院,福建漳州 363000; 2.厦门大学数学科学学院,福建厦门 361000）
摘 要： 模糊粗糙集是对传统粗糙集的推广，用于处理模糊的数据. 将模糊决策信息系统中以划分刻画的决策属性
推广到以覆盖刻画. 通过利用特征函数将模糊决策信息系统中的以覆盖刻画的决策转化为由 0 和 1 组成的形式背
景，从而给出多决策模糊信息系统的定义，并且研究了在此框架下属性约简问题. 提出了保持正域不变的约简方法，
构造了相应的辨识矩阵，并给出了相关判定定理，同时举例子说明了该属性约简方法的合理性和有效性.
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1982年波兰科学家 Z.Pawlak创立的粗糙集理论[1-3]是一种刻画不完整性和不确定性的数学工具，能有
效地分析不精确、 不一致、 不完整等信息. 为了将粗糙集的应用范围从符号值数据拓宽到实数值数据，
Dubois 和 Prade[4]于 1990 年正式提出的模糊粗糙集理论，通过引入模糊相似关系把模糊集合与粗糙集相
结合对模糊概念进行了近似刻画. 之后，众多学者基于 Dubois 和 Prade 给出的模型，进行模糊粗糙集的相
关研究.
用模糊粗糙集理论对数据进行约简是模糊粗糙集的一个重要应用，所以模糊粗糙集的属性约简问题
受到广泛关注. Jensen等[5]首次提出了模糊粗糙集的属性约简，并定义了依赖函数，通过 Dubois 等[4]提出的
模糊粗糙集模型来衡量属性的优劣，进而设计了一种算法来计算约简. Tsang 等[6]研究了上下模糊粗糙近
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似的粒度结构，构造了一个辨识矩阵，为模糊粗糙集的属性约简奠定了基础. Tsang 等 [7]和 Chen 等 [8]基于
Tsang 等[6]提出的辨识矩阵构造了新的辨识矩阵. 多数文献中所考虑的模糊信息系统的决策属性为划分，
然而决策属性以划分刻画具有一定的局限性. 在模糊决策信息系统中，决策属性若以划分刻画，则相当于
单决策；决策属性若以覆盖刻画，则相当于是多决策. 在现实中多决策具有普遍性，例如，电影的类型有多
种，但大部分电影不仅属于一种类型，可以同时是动作片和喜剧片. 这时若将决策属性刻画为划分，必然
导致数据部分失真. 因此决策属性使用覆盖刻画更合理. 故讨论决策为覆盖的覆模糊信息系统的属性约
简具有理论实践意义.
本文对模糊决策信息系统进行推广，将其决策推广为覆盖决策，并构造了一个辨识矩阵对其约简进
行研究. 首先通过特征函数将以覆盖刻画的决策属性转化为一个形式背景， 进而给出了多决策模糊信息
系统的定义. 在此框架下定义保持正域不变的相对约简，并构造相应的辨识矩阵.
1 预备知识
首先通过例子进行解释说明在模糊决策信息系统中，决策属性为覆盖的具有一定实际意义.
例 1 若某企业想要判断每项技术的成熟性,为了对技术进行创新决策. 设（U, A∪D）为模糊决策信
息系统， U 表示每项技术的集合，共有 5 项技术待评估. A=｛a1, a2｝表示影响各项技术成熟程度的属性，
a1表示市场需求的情况， a2表示需求变化的情况. F ：U→［0, 1］为每项技术和各个属性的关系，即每项
技术在各个属性下的取值， d ：U→［0, 1］表示技术的成熟程度.
对 d ，定义 Rd 如下： Rd=｛（xi , xj）∈U×U： fd（xi）- fd（xj） d｝，其中 d>0，显然 Rd 满足自
反、对称，但一般不满足传递. 因此 d=｛（Rd）s（x） x∈U｝为覆盖.
若 d=1, 2，则可得到覆盖为： d=｛｛x1, x2, x3, x5｝, ｛x1, x2, x3, x4｝, ｛x1, x3, x5｝, ｛x2, x4｝｝.
下面介绍模糊决策信息系统的一些基础知识.
定义 1[9] 设 U 是非空论域，当 F： U→［0, 1］时，称 F 为模糊集. （U）表示上的模糊集的全体.对于
U 上任意两个模糊集 F1与 F2，若对于所有 x∈U，有 F1（x） F2（x），称 F1包含于 F2，记作 F1 F2.显然
（ （U）, ）是偏序集.
我们定义模糊集的运算为：（F1∪F2）（x）=F1（x） F2（x）, （~F1）（x）=1-F1（x），（F1∩F2）（x）=F1
（x） F2（x），其中 =max， =min.
在模糊决策信息系统中，当决策属性为划分时，其上下近似算子为如下定义.
定义 2[4] 设（U, A∪D）为模糊决策信息系统， U 是非空论域， A 是条件属性集，决策属性产生的一
U a1
x1 0. 2
a2
0. 0
d
3. 4
x2 0. 6 0. 2 4. 0
x3 2. 8 0. 6 3. 0
x4 0. 0 0. 8 4. 8
x5 2. 8 0. 4 2. 4
表 1 模糊决策信息系统
Tab. 1 Fuzzy decision information system
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个划分为 U ／D=｛Di：i=1, 2, …, n｝，则下近似和上近似分别为：
下面引入一族模糊关系，研究在一族模糊关系下保持正域不变的相对约简.
定义 3[10] 设（U, ∪D）是一个模糊决策信息系统，这里 U为有限的非空论域，且条件属性产生的一
族模糊 TM-相似关系为 ，决策属性产生的模糊 TM-相似关系为 D, D 的全部模糊等价类构成的集合为
U ／D=｛Di：i=1,2,…,n｝. 令 Sim（ ）=∩｛R：R∈ ｝，则易证 Sim（ ）仍然是一个模糊 TM-相似关系.
定义 4[10] 设（U, ∪D）是一个模糊决策信息系统，对于 R∈ ，z∈U，x∈U，有
在经典粗糙集里，等价类是［x］R. 同样地，在模糊粗糙集里，我们把（x ）R 作为模糊等价类. 从而得到
下近似的定义为：RA=∪｛（x ）R （x ）R A｝. 对于（x ）R 有如下性质.
引理 1[10] 设（U, ∪D）是一个模糊决策信息系统，R∈ ， 对（x ）R，（y ）R，若（x ）R≠（y ）R，则有
（x ）R∩（y ）R= .
2 多决策模糊信息系统
下面将模糊信息系统中划分刻画的决策推广到以覆盖来刻画，并研究其约简.首先给出决策为覆盖的
模糊决策信息系统的定义.
定义 5 设（U, ∪CD）为模糊决策信息系统，其中 U 为有限的非空论域， 为条件属性产生的一族
模糊 TM-相似关系， CD=｛D1, D2, …, Dt｝为决策属性产生的一个覆盖.
下面给出特征函数的定义，通过特征函数将一个覆盖转化为一个形式背景，从而产生多决策模糊信
息系统.
定义 6 设（U, ∪CD）是模糊决策信息系统， CD=｛D1, D2, …, Dn｝为 U 上的一个覆盖，定义一个特
征函数 li：U→｛0, 1｝，
通过定义 6的特征函数可将一个覆盖转化为一个形式背景.
定义 7 设（U, ∪CD）为模糊决策信息系统， U=｛x1, x2, …, xn｝为非空的有限论域， 为条件属性
产生的一族模糊 TM-相似关系， CD=｛D1, D2, …, Dt｝为决策属性产生的 U 上的一个覆盖，lD=｛l1, l2, … ,
ln｝ ，其中 li：U→｛0, 1｝，i=1, 2, …, n, 则称 S=（U, ∪LD）为多决策模糊信息系统.
对于多决策模糊信息系统定义一个 U上的等价关系如下.
定义 8 设 S=（U, ∪LD）为多决策模糊信息系统，对 x, y∈U，RLD=｛（x, y） li（x）=li（y）, （
li∈LD）｝， RLD是 U 上的等价关系，记［x］LD=｛y （x, y）∈RLD｝. 当 LD=｛li｝时，Rli=｛（x, y） li（x）=li
（y）, ［x］li =｛y （x, y）∈Rli｝.显然有 RLD= .
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下面介绍关于多决策模糊信息系统约简理论. 我们知道， 约简的关键是要保证正域在约简前后保持
不变. 因此，我们要考虑保持正域不变，首先给出正域的定义：
定义 9 设 S=（U, ∪LD）为多决策模糊信息系统， Sim （ ）是一个模糊 TM-相似关系，对 x∈U，
称为 LD相对于 的正域.
由于在模糊集里，并运算相当于取最大值. 故我们也可以用下式来代替上式：
可以看出，正域 PosSim（ ）LD（x）一定在某个 （［z］LD）（x）取得最大值，定理 1-2 证明了 PosSim （ ）
LD（x）总是在 （［x］LD）（x）处取得最大值，这个最大值就是正域的值.
定理1 设 S=（U, ∪LD）为多决策模糊信息系统，对于 z∈U，x∈U，如果（x ）Sim（ ） ［z］LD，则
（x ）Sim（ ） ［x］LD .
证明 若（x ）Sim（ ） ［z］LD，则对任意的 y∈U，有（x ）Sim（ ）（y） RLD （x， y）.令 y=x，有 RLD
（z，x），即（x ）Sim（ ）（y）=（x ）Sim（ ）（y） RLD（z，y） RLD （z，x） RLD（x，y）.因此有（x ）Sim（ ）
［x］LD.
如果 =PosSim（ ）LD（x），那么一定存在 z∈U 使得 = （［z］LD）（x），即（x ）Sim （ ） ［z］LD.
由定理 1 可以得到（x ）Sim （ ） ［x］LD，从而有 （［x］LD）（x）.又有 （［x］LD）（x） .
综上所述，所以有 = （［x］LD）（x）成立. 即 PosSim（ ）LD（x）总是在 z=x 时取到最大值.
定义 10 设 S=（U, ∪LD）为多决策模糊信息系统，对于 R∈ ，如果 PosSim（ ）LD=PosSim（ -R）LD，
称 R 是相对不必要的，否则称 R 是相对必要的. 若 中任意元素都是相对必要的，则称 是相对独立的.
若 是相对独立的且有 PosSim（ ）LD=PosSim（ ）LD 成立. 则称 为 的相对约简. 中的全体相对必
要的元素的集合称为 的相对核心，记作 CoreLD（ ）.
易证 CoreLD（ ）=∩RedLD（ ）， RedLD（ ）是全体 的相对于 D 的约简的集合.
从 中删除一个条件属性而保持正域不变就与保持每一个 = （［x］LD）（x）不变是等价的.
根据这一论断，我们得到下述关于约简的定理.
定理 2 设 S=（U, ∪LD）为多决策模糊信息系统，设 ，则 包含 的一个相对约简当且仅当
满足对 x∈U，若 = （［x］LD）（x），则有（x ）Sim（ ） ［x］LD成立.
证明 必要性. 如果 包含 的一个相对约简，则有 PosSim（ ）LD=PosSim（ ）LD. 由定理 1有 =
（［x］LD）（x）= （［x］LD）（x），即（x ）Sim（ ） ［x］LD成立.
充分性. 要证 包含 的一个相对约简，即证 PosSim（ ）LD=PosSim（ ）LD.若 = （［x］LD）（x）,则
有 = （［x］LD）（x） （［x］LD）（x）成立 . 如果（x ）Sim（ ） ［x］LD，则 x
（［x］LD），即 = （［x］LD）（x）= （［x］LD）（x）.又因为 PosSim（ ）LD（x）= （［z］LD）
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（x）总是在 z=x 取到最大值，因此有 PosSim（ ）LD=PosSim（ ）LD. 因此 包含 的一个相对约简.
定理 3 设 S=（U, ∪LD）为多决策模糊信息系统，设 ，以下命题等价：
1) 包含 的一个相对约简；
2) 对 x∈U, = （［x］LD）（x）, 若（y ）Sim（ ） ［x］LD, 则 （x , y） 1- .
证明 1) 2)如果 包含 的一个相对约简，由定理 2 知，对 x∈U， = （［x］LD）（x），有
（x ）Sim（ ） ［x］LD 成立. 如果（y ）Sim（ ） ［x］LD，则有（y ）Sim（ ） ［x］LD，即（x ）Sim（ ）≠（y ）Sim（ ）.
由引理 1 可得（x ）Sim（ ）∩（y ）Sim（ ）= ，从而 y （x ）Sim（ ），则有 （x , y） 1- .
2) 1)要证 包含 的一个相对约简，即证对 x∈U， = （［x］LD）（x），有（x ）Sim（ ） ［x］LD
成立.已知对任意的 x∈U， = （［x］LD）（x）.若（y ）Sim（ ） ［x］LD，则 （x , y） 1- ，从
而（x ）Sim（ ）∩（y ）Sim（ ）= .由（y ）Sim（ ） ［x］LD， 所以（x ）Sim（ ） ［x］LD， 即 包含 的一个相对
约简.
由模糊粒结构有（y ）Sim（ ） ［x］LD （y ）Sim（ ） ［x］LD y ［x］LD， 即
（［x］LD）（y）< . 利用这一等价条件和定理可以设计辨识矩阵来计算相对约简.
定义 11设 U=｛x1, x2, …, xn｝， MLD（U， ）是一个 n×n 矩阵（cij），称为 S=（U， ∪LD）的辨识矩
阵，定义为
其他.
其中 i= （［xi］LD）（xi）， j= （［xi］LD）（xj）.
j < i即等价于 j ［xi］LD . 显然 cii= （ -｛R｝）并且 MLD（U， ）不必是对称的. 对于
相对核心有如下定理.
定理 4设 S=（U, ∪LD）为多决策模糊信息系统，CoreLD（ ）=｛R: cii=｛R｝｝，1 i , j n .
证明 R∈CoreLD（ ） PosSim（ ）LD≠PosSim（ -｛R｝）LD，
存在 xi∈U，使得（xi i）Sim（ -｛R｝） ［xi］LD成立 i= （［xi］LD ）（xi），
存在 xj∈U使得（xj i）Sim（ -｛R｝） ［xi］LD且（xi i）Sim（ -｛R｝）=（xj i）Sim（ -｛R｝），
（xi i）R≠（xj i）R且任意的 R′≠R，1 -R′（x， y）< i R：Cj=｛R｝ .
定理 5 设 S=（U, ∪LD） 为多决策模糊信息系统， ， 包含 的一个相对约简当且仅当
cij≠ ， ∩cij≠ .
定义 12设 =｛R1, R2, …, Rn｝，（U, ∪LD）， 的辨识函数 fLD（U, ）定义为与 R1, R2, …, Rn，相对
应的 n 个布尔变量 的布尔函数：
它
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利用每一个模糊属性 Ck可以定义一个模糊相似关系 Rk为：
从而 Sim（ ）计算如下：
假设决策为 CD=｛D1, D2, D3, D4｝， 其中 D1=｛x1, x2, x3, x5｝，D2=｛x2, x5｝，D3=｛x1, x4｝，D4=｛x1, x3, x4｝，
通过隶属函数可转化为：
l1
x1 1
l2
0
l3
1
l4
1
x2 1 1 0 0
x3 0 0 0 1
x4 1 0 1 1
x5 1 1 0 0
表 3 例 2 中 x 与 li的关系
Tab. 3 The relationship between x and li in Example 2
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其中 （cij）为满足 R∈cij 的全体布尔变量 R 的析取式.根据分配律与吸收律可以将 fLD（U, ）转化为
gLD（U, ）= （ 1） … （ l）, k , k= 1, …, l , k 满足其中每一个元素只出现一次.
定理 6 RedLo（ ）= ｛ 1, 2, …, l｝.
例 2 考虑一个电影类型评估问题.设 U=｛x1, x2, … , x9｝是 9 部电影的集合，有 6 个模糊属性来评估
这些电影：C1=商业化程度一般； C2=商业化程度较高；C3=商业化程度一般；C4=适合成年观看程度，
C5=适合青年观看程度；C6=适合幼龄观看程度.
C1
x1 0. 8
C2
0. 1
C3
0. 1
C4
0. 5
C5 C6
0. 2 0. 3
x2 0. 3 0. 5 0. 2 0. 8 0. 1 0. 1
x3 0. 2 0. 2 0. 6 0. 7 0. 3 0. 2
x4 0. 6 0. 3 0. 1 0. 2 0. 5 0. 3
x5 0. 3 0. 4 0. 3 0. 3 0. 6 0. 2
表 2 电影对模糊属性的隶属度
Tab. 2 The subordination degree of movies to fuzzy attributes
.
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从而可以得到［x1］LD=［x4］LD=｛x1, x4｝，［x2］LD=［x5］LD=｛x2, x5｝，［x3］LD=｛x3｝.则有
于是有
这里 k∈ ij , k∈ ij, k=1，2，…，6. 易得｛R3, R6｝是唯一的相对约简.
3 总结
在模糊决策信息系统中，由于决策属性为划分的局限性，故将划分推广为覆盖，在实际应用中具有一
定的意义. 本文将模糊决策信息系统中以覆盖刻画的决策属性通过特征函数转化为由 0 和 1 组成的形式
背景， 从而给出了多决策模糊信息系统的定义， 研究在此框架下的约简. 提出了保持正域不变的约简方
法，构造了相应的辨识矩阵，并给出了相关判定定理．
其它.
其它.
其它.
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